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英 文 摘 要 ： In structure dynamics and fracture mechanics, various
applications of the moving load problem have been
implemented. For examples, vehicles that pass bridges,
trains on the track, bullets inside the gun, and guideways,
etc. The proposal was to investigate the transient response
of piezoelectric materials due to concentrated moving
loading. First the transient wave behavior of a
piezoelectric strip subjected to moving anti-plane
mechanical and moving in-plane electric displacement
impacts was considered.  Then the transient analysis of the
same piezoelectric strip, but subjected to moving in-plane
electromechanical concentrated impacts was performed. The
analytical solutions for the structures were obtained in
double Laplace transform domain. Durbin’s method was used
to implement the numerical inversion of Laplace transform.
The numerical results were evaluated and discussed in
detail for both problems.
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荷的暫態響應，接著，Gakenheimer and Miklowitz (1969)獲得了半無窮域表面受移動負載的暫
態解。近年來也有不少學者針對半無窮域表面受移動負載的暫態問題作了研究，如 Bakker et 












載荷問題亦稱為 Lamb 問題。關於層域介質的問題，Thomson(1950)與 Haskell(1953)為研究地
球層狀地質的波傳現象，提出了轉移矩陣的方法來處理多層介質的頻散方程式(dispersion 






間之反射與透射係數乘積(products of reflection and transmission coefficients)、接收函數
(receiver function)與相函數(phase function)所構成，轉換域中的每個積分式可利用 Cagniard-de 
Hoop method(Cagniard(1939), de Hoop(1958))做逆轉換得到其暫態反應，而所有射線積分式的
總和即構成了多層介質的暫態解析。Müller(1968a, 1968b, 1969)利用廣義射線理論來解多層介
質承受不同負載的暫態問題。有別於直接利用廣義射線理論，對二維層狀介質之反平面與平






















考慮一厚度為h 之單層功能性梯度壓電材料(FGPM)，在時間 0t  時，於座標原點 (0,0) 處
施加大小為 0 的反平面剪應力與大小為 0D 的平面電位移之移動點負載，此兩個點載荷皆以等






      ,                                (1) 
其中  為材料密度， xz 和 yz 為剪應力，w為 z  方向位移。 
假設此 FGPM 常數皆隨著 y 方向呈指數型變化，即： 
   44 15 11 440 150 110 0, , , , , , yC e C e e    ,                    (2) 
其中 44C 為彈性常數， 15e 為壓電常數， 11 為介電常數，  為功能性梯度常數。 
相關的本構方程式為下： 
44 15( ) ( )xz
wC y e y
x x
     ,                                (3) 
44 15( ) ( )yz
wC y e y
y y
     ,                                (4) 
15 11( ) ( )xD e y yx x
     ,                                (5) 
15 11( ) ( )yD e y yy y
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將(5)、(6)式代入(8)式可得： 
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     .                                        (16) 
此問題之邊界條件可表示如下： 
     0,0, ,yz x t x vt H t                             (17) 
   0,0, ( )yD x t D x vt H t  ,                         (18) 
 , , 0yz x h t   ,                                    (19) 
 , , 0yD x h t  ,                                    (20) 
其中  H 為 Heaviside function。 
4 
運用兩次拉普拉斯轉換，將 x、 t 轉換為、 s，(11)、(12)式可轉換為下列控制方程式： 
2 * *
* 2 2 2 *
2 ( ) 0
w w w b s w
y y
       ,                       (21) 
2 * *
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2 ( ) 0w sy y




m y m yw A e A e  ,                               (23) 
1 2*
1 2
n y n yB e B e   .                               (24) 
且 
   2 2 2 2 2 21 4 1 2, s b v s b v b sm s s
   
        ,             (25) 
   2 2 2 2 2 22 4 1 2, s b v s b v b sm s s
   
        ,             (26) 
   2 2 2 2 2 21 4 1 2, s v s v sn s s
      
        ,             (27) 
   2 2 2 2 2 22 4 1 2, s v s v sn s s
      
        .             (28) 
將邊界條件(17)~(20)式取兩次拉普拉斯轉換，可得： 
   * 0,0, 1yz s s s v
    ,                                  (29) 
   * 0,0, 1y
DD s s
s v
   ,                                  (30) 
 * , , 0yz s h s    ,                                       (31) 
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     .                                    (36) 
將通解(23)、(24)式代入(34)、(36)式，再利用邊界條件(17)~(20)式，可得： 
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s v     ,                               (37) 
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將(41)~(44)式代入(23)、(24)式，可得： 
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.                   (46) 
將(45)、(46)式(34)、(36)式，最後可得兩層拉普拉斯轉換域中的應力解 *yz 及電位能 *yD 為： 
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.                                           (48) 
最後，將所得(47)式以及(48)式代入拉普拉斯逆數值逆轉換公式中，可得在時間 t 和空間 x





這裡採用兩次拉普拉氏逆轉換公式計算數值結果，其相關參數設定，在 Ing et al. (2013)
已有建議設定範圍。Durbin(1974)單邊數值拉普拉斯逆轉換的相關參數較佳的建議範圍為， tT
為所取時間T 的最大值， tT 為 5~10， 1N 為加總項數，取 50~5000 項。Durbin(1974)雙邊數
值拉普拉斯逆轉換的相關參數較佳的建議範圍為， xT 為所取時間 10~100， xT 為 0.1~0.01， 2N
及 3N 為加總項數，取 1000~5000 項。本問題材料常數假設成 y 的函數，其範圍為 0h y   ，
數值計算時採用 PZT4，其相關材料常數表 1 所示。 
計算數值拉普拉斯逆轉換公式時，先將外圍迴圈對轉換域中的參數做逆轉換，再將值
代入內部迴圈對參數 s 做逆轉換，可得出本問題的應力解 yz 。設定 5tT  、 0.01xT  、
2tT  ，加總項數 1 1000N  、 2 3000N  、 3 3000N  ，週期 tT 採用 Ing et al.(2013)所建議之週
期 tT 該段計算時間最大值之兩倍。 
在  0, 0.5h 位置為觀察點時，分別針對以下三種情形做計算分析，第一種情況為固定單
一負載速度 v，在速度不變的情況下，改變功能性梯度壓電材料  值並探討其暫態應力圖之
間的變化差異。圖 2 為一靜止負載，即 0v  的情況，在原點施予一個反平面動力點載荷，其
中施加動力點載荷到觀察位置的距離為 2 2r x y  ，第一個入射波於無因次化時間
/ 0.5t bh  時到達觀察點，第一個反射波於 / 1.5t bh  時到達觀察點。依此類推的情況下，反
射波將交替於 / 2.5t bh  、3.5、4.5 到達。由圖 2 中可以知道，增加功能性梯度的影響並改變
 值，剪力波波前到達時間皆相同，而應力 yz 會有或大或小的差異。觀察得知，若  越大，
暫態應力值 yz 越小；反之，若  越小，暫態應力值 yz 越大，此結論與 Lin et al.(2014)相同。
圖 3 為一移動負載，在速度 0.1/v b 的情況下，針對不同功能性梯度壓電材料  值的暫態應
力圖，其剪力波波前到達時間與圖 2 相同，而速度的增加，形成  值對應力的改變相對圖 2
則有逐漸增大的趨勢。由圖 2 與圖 3，可以發現不同的負載移動速度會影響其暫態應力值的
大小，當速度變大，有逐漸增大的趨勢。而  值的改變對應力 yz 也有很大的影響， 2   的
應力是最大的，依次到應力相對最小的 2  。 
第二種情況假設功能性梯度壓電材料  值固定不變，觀察不同移動負載速度下的應力值
yz 的變化，圖 4 為 0  時，不同移動負載速度暫態響應圖，同圖 2 及圖 3，施加動力點載荷
到觀察位置  0, 0.5h 的距離為 2 2r x y  ，每個波前到達觀察點的時間皆與圖 2 圖 3 相同，
當速度越大，暫態應力圖受到的影響也越大，在相同時間點的應力值 yz 也越大。圖 5 和圖 6
為 2  及 2   的暫態應力圖，由此兩圖可知，  大小值會影響應力值 yz 的大小，當  變
大時，應力值 yz 相對圖 4 相對減少；當  變小時，應力值 yz 相對圖 4 相對增大，和第一種
情況符合。 
第三種情況為改變觀察點位置並觀察其應力值 yz 的變化。圖 7 為觀察點正下方往 x 軸偏
移h 且為一靜止負載，其中施加動力點載荷到觀察位置的距離為 2 2r x y  ，第一個入射波
於無因次化時間 / 1.118t bh  時到達觀察點，第一個反射波於 / 1.802t bh  時到達觀察點。依
此類推的情況下，反射波將交替於 / 2.692t bh  、3.64、4.609 到達。觀察得知，若  越大，






考慮一單層壓電材料，其厚度為h，當時間 0t  ，整個材料不受力且靜止。當時間 0t  時，
在單層板上表面施加一大小為 0 的正向應力、 0 的剪應力與 0D 的電位移，且此三個負載皆以
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       ,                          (53) 
其中 11c 、 13c 、 33c 、 44c 為彈性係數， 31e 、 15e 、 33e 為壓電係數， 11 、 33 為介電係數，  為
材料密度， xx 、 zz 、 xz 為應力張量， xD 與 zD 分別為 x 與 z 方向之電位移， 為電位能。 
當物體徹體力為零時，由二維問題的固體力學運動平衡方程式可得 
, , , xx x xz z x ttu    ,                                 (54) 
,, ,zz z ttz x zx u    ,                                  (55) 
由麥斯威爾方程式可得到電場與電位能關係式，但考慮材料為壓電材料，且其介電質
(dislectrics)為可極化而非磁化，故 
, , 0x x z zD D  ,                                    (56) 
假設其下表面為開路(Open-Circuit)，則此問題之邊界條件，可描述如下： 
0( ,0, ) ( ) ( )zz x t x vt H t    ,     x                 (57) 
0( ,0, ) ( ) ( )xz x t x vt H t    ,     x                 (58) 
0( ,0, ) ( ) ( )zD x t D x vt H t  ,    x                  (59) 
8 
( , , ) 0zz x h t   ,               x                (60) 
( , , ) 0xz x h t   ,               x                (61) 
( , , ) 0zD x h t  ,               x                (62) 
將(49)、(51)式帶入(54)式，(50)、(51)式帶入(55)式，(52)、(53)式帶入(56)式，最後可得
到壓電材料之控制方程式如下： 
2 2 2 2 2
11 44 13 44 15 312 2 2( ) ( )
x x z xu u u uc c c c e e
x z x z x z t
                 ,            (63) 
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2 2 2 2 2
15 33 15 31 11 332 2 2 2( ) 0
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                 ,               (65) 
將(63)、(64)、(65)式做一次拉普拉斯轉換，可得到： 
2 2 2 2
2
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x x z
x
u u uc c c c e e s u
x z x z x z
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                 ,             (68) 
將(66)、(67)、(68)式取雙邊拉普拉斯轉換，結果可得： 
2 * 2 * 2
2 * 2 *
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             ,       (69) 
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{[ ( ) ] [( )( )] ( , ) [ ( ) ] ( , )} 0mzj j j
j
c s c m s c c s m a s e s e m b s A e     

       ,  (76) 
 
6
2 2 2 2
15 33 15 31 11 33
1
{[ ( ) ] [( )( )] ( , ) [ ( ) ] ( , )} 0mzj j j
j
e s e m e e s m a s s m b s A e      










      
,                               (78) 
其中 
11 13 44( )( )A c c s m  , 
2 2 2
12 11 44( )A c s c m s    , 
13 15 31( )( )A e e s m  , 
2 2 2
21 44 33( )A c s c m s    , 
22 13 44( )( )A c c s m  , 
2 2
23 15 33( )A e s e m   
2 2
31 15 33( )A e s e m  , 
32 15 31( )( )A e e s m  , 
10 
2 2
33 11 33( )A s m     . 
由(78)式，可整理出m的六次方程式，此六次方程式表示如下： 
6 4 2( ) ( ) ( ) 0A m B m C m D    ,                        (79) 
其中 
2
33 33 44 44 33A c c c e  ， 
2 2 2 2 2
11 33 33 11 33 44 33 44 33 15 31 33 13 44 15 33 44
2 2
33 33 33 44 33
[ ( ) ( ) 2 ]
      ( )
B c c c c c c e e c c e e c s
c c e s
    
   
        
   ， 
2 2 2 2
11 11 44 11 11 33 11 44 44 15 15 31 44 44 31 15 31 44 11 13 44
2 4 4
11 15 33 13 15 31 13 15 11 33 33 44 11 33 11 44
2 4 2 2 2
15 31 15 33 11 33
[ 2 ( )
      2 2 ] [
      ( ) 2 ] ( )
C c c c c c c e e e c c e e e c c c
c e e c e e c e s c c c c
e e e e s c e s
   
     
  
         
      
    2 2 4 2 233 33( ) ( )s e s    
， 
2 6 6 2 6 4 2 6 2
11 11 44 11 15 11 11 11 44 15 11( ) ( ) ( )D c c c e s c c e s s               . 
且m有 6 個根 1 6~m m ，計算出 1 6~m m 之值，再將其代回(75)~(77)式，任意取兩式應用克拉瑪
公式解 ( , )ja s  、 ( , )jb s  ，在此取(76)、(77)式為基準，表示如下： 
( , ) aja s    ,              ( 1,2, ,6)j                  (80) 
( , ) bjb s    ,               ( 1,2, ,6)j                 (81) 
其中 
2 2 2
13 44 15 33
2 2
15 31 11 33
( )
=
( ) ( )
c c s m e s e m
e e s m s m
 
   
     ， 
2 2 2 2 2 2 2
44 33 15 33
2 2 2 2 2
15 33 11 33
( )
=
( ) ( )a
c s c m s e s e m
e s e m s m
  
   
        ， 
2 2 2 2
13 44 44 33
2 2 2
15 31 15 33
( ) ( )
=
( ) ( )b
c c s m c s c m s
e e s m e s e m
  
 
       . 
對邊界條件(57)~(62)式，取時間域中拉普拉斯轉換，可表示如下：  




   ,      x                    (82) 




   ,      x                    (83) 
11 
0( ,0, ) ( )
(1 )z
DD x s x
s v
  ,      x                  (84) 
( , , ) 0zz x h s   ,               x                  (85) 
( , , ) 0xz x h s   ,               x                  (86) 
( , , ) 0zD x h s  .               x                  (87) 
再對邊界條件(82)~(873)式，取空間域拉普拉斯轉換，可表示如下： 




    ,         x                   (88) 




    ,         x                   (89) 




   ,         x                   (90) 
* ( , , ) 0zz h s    ,              x                   (91) 
* ( , , ) 0xz h s    ,              x                   (92) 
* ( , , ) 0zD h s   .              x                   (93) 
可將本構方程式(50)、(51)、(53)式，也同時對時間域與空間域作拉普拉斯轉換，可得到如下： 
* * * *
13 33 , 33 ,( )zz x z z zc s u c u e     ,                          (94) 
* * * *
44 , 44 , 15 ,( ) ( )xz x z z x xc u c s u e s      ,                     (95) 
* * * *






{ ( ) ( , ) ( , )} ( , ) ,jm zzz j j j j j
j
c s a s c m e m b s A s e    






{ ( , ) ( ) ( ) ( , )} ( , ) jm zxz j j j j j
j
c m a s c s e s m b s A s e     






{ ( ) ( , ) ( , )} ( , ) jm zz j j j j j
j
D e s a s e m m b s A s e    

   ,             (99) 







{ ( , ) ( ) ( , )} ( , )
(1 )j j j j jj
c m a s c s e m b s A s
s v





{ ( ) ( , ) ( ) ( , )} ( , )
(1 )j j j j jj
c s a s c m e s m b s A s
s v





{ ( , ) ( ) ( , )} ( , )
(1 )j j j j jj
De m a s e s m b s A s
s v




{ ( , ) ( ) ( , )} ( , ) 0jm hj j j j j
j
c m a s c s e m b s A s e    





{ ( ) ( , ) ( ) ( , )} ( , ) 0jm hj j j j j
j
c s a s c m e s m b s A s e     





{ ( , ) ( ) ( , )} ( , ) 0jm hj j j j j
j
e m a s e s m b s A s e     

   .                (105) 
為求 ( , )jA s  之待定係數，本研究將利用高斯消去法求得，先以矩陣M 表示(100)~(105)六式，
結果如下： 
    M A B ,                                  (106) 
其中 
1 13 33 33( ) ( , ) ( , )j j j j jM c s a s c m e m b s      
2 44 44 15( , ) ( ) ( , )j j j j jM c m a s c s e m b s      
3 31 33 33( ) ( , ) ( , )j j j j jM e s a s e m m b s       
 4 13 33 33( ) ( , ) ( , ) jm hj j j j jM c s a s c m e m b s e       
 5 44 44 15( , ) ( ) ( , ) jm hj j j j jM c m a s c s e m b s e     
 6 31 33 33( ) ( , ) ( , ) jm hj j j j jM e s a s e m m b s e        
 1 2 3 4 5 6 TA A A A A AA = ， 
0 0 0 0 0 0
(1 ) (1 ) (1 )
T
D
s v s v s v
 
  
     B = ,           1,2, ,6j   . 






料參數如表 2 所示。計算數值拉普拉斯逆轉換時採用 Durbin(1974)的單邊拉普拉斯逆轉換法
以及 Ing et al.(2013)雙邊拉普拉斯逆轉換數值方法，其設定值 10tT  ，加總項數 1 1000N  、
2 4000N  、 3 4000N  ，本文之週期 tT ，則採用 Ing et al.(2013)所建議之週期 tT 為該段計算時
間最大值之兩倍；而 Ing et al.(2013)雙邊拉普拉斯逆轉換數值方法，本文建議的設定值分成兩
種情況：(1)當觀察點在 ( , ) (0, 0.5 )x z h  時，週期 xT 設為 30 ~ 50、 xT 設為 0.1。(2)當觀察點
在 ( , ) (0, 0.5 )x z h  之外時，同樣將週期 xT 設為 10~ 30、 xT 設為 0.01。 
首先計算負載移動速度 0v  時的正向應力 zz 之暫態值，且只施加平面正向應力 0 時(即
0 0 0D   )的結果。圖 9 為觀察點 ( , ) (0, 0.5 )x z h  位置的正向應力 zz 之暫態數值解，其中橫
軸之無因次化時間內的參數a 為壓電材料內縱波(P 波)的慢度，對表 2 的壓電材料 5PZT H 而
言，其剪力波的慢度約為縱波慢度的 2.46 倍。由圖 9 中可看出，除了電磁波（對正向應力的
影響非常小）會瞬間抵達觀察點外，當無因次化時間 / 0.5t ah  時，入射的縱波(P 波)會率先
到達觀察點，而當 / 1.23t ah  時，入射的剪力波(S 波)會到達觀察點。在 / 1.5t ah  與 / 2.5t ah 
時，將於觀察點接收到第一次反射縱波(PP 波)與第二次反射縱波(PPP 波)。接著，在
/ 2.23t ah  、2.96、3.23、3.5、3.69、3.96、4.23、4.5、4.69 時，通過觀察點的波分別為 PS、




圖 10 為觀察點在 0x  且不同高度位置的正向應力 zz 之暫態數值解，由圖 10 中可知除了
各個暫態波到達的時間皆符合物理意義外，亦可看出當觀察點距離點載荷越遠時，其相對的
暫態應力值與所趨近的靜力解會越小。圖 11 為觀察點在 0.5z h  且在不同水平位置之正向應
力 zz 之暫態數值解，由圖 11 中也可看出，當觀察點距離負載越遠時，因波源能量傳遞會隨
之減弱，故相對之暫態應力值會較小，同時靜力解也相對較小。 
圖 12 為觀察點在 ( , ) (0, 0.5 )x z h  位置，施加不同電位移負載大小的正向應力 zz 之暫態
數值圖，從圖 12 可清楚看到，由於電的效應，當施加電位移時，於時間 0t  瞬間時便有明顯
的數值產生，且施加電位移負載越大，其所產生的正向應力 zz 也會越大，而靜力解也相對較
大。 




接下來計算有負載速度的情況，圖 14 為觀察點 ( , ) (0, 0.5 )x z h  位置且速度不同的正向
應力 zz 之移動點載荷暫態數值圖，由圖 14 中可看出，當無因次化時間 / 0.5t ah  時，入射的
縱波(P 波)會率先到達觀察點，而當 / 1.08t ah  時，入射的剪力波(S 波)會到達觀察點。在
/ 1.5t ah  與 / 2.5t ah  時，將於觀察點接收到第一次反射縱波(PP 波)與第二次反射縱波(PPP
波)。接著，在 / 2.208t ah  、2.916、3.208、3.5、3.624 時，通過觀察點的波分別為 PS、SP、

















4. 數值結果顯示功能性梯度常數對暫態應力值影響很大，且功能性梯度常數  值越大時，暫
態應力值 yz 會越小。 
5. 數值結果顯示，距離負載越近的觀察點，其相對的暫態應力值會越小；且移動速度越快時，
相對之暫態應力值會較小，亦即負載移動速度 v 越大時，暫態應力值 yz 會越小。 
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表 1   PZT4 之壓電常數表 
材料      
   材料常數 
PZT4 
44c   
10 2(10 )N m  2.56 
15e   ( / )C m  12.7 
11   9(10 )F m  6.4634 




表 2   PZT-5H 之壓電常數表 
材料       
   材料常數 
PZT-5H 
11c  , 10 2(10 )N m  12.6 
13c  , 10 2(10 )N m  8.41 
33c  , 10 2(10 )N m  11.7 
44c  , 10 2(10 )N m  3.53 
13e  , 2( )C m  6.5 
15e  , 2( )C m  17.0 
33e  , 2( )C m  23.3 
11  , 10(10 )C Vm  151 
33  , 10(10 )C Vm  130 


















圖 2  功能性梯度壓電材料受到一靜止負載，根 










圖 3  功能性梯度壓電材料於點負載移動速度為 





































圖 7  功能性梯度壓電材料受於靜止負載下 




















圖 9  觀察點在 ( , ) (0, 0.5 )x z h  位置的正向應力 







圖 10  觀察點在 0x  且不同高度位置的 












圖 11  觀察點在 0.5z h  且不同水平位置的 







圖 12  觀察點在 ( , ) (0, 0.5 )x z h  位置施加不同電位移 












圖 13  觀察點在 ( , ) (0, 0.5 )x z h  位置的 







圖 14   觀察點在 ( , ) (0, 0.5 )x z h  位置的移動速度不同 
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碩士生 0
博士生 0
博士後研究員 0
專任助理 0
非本國籍
大專生 0
碩士生 0
博士生 0
博士後研究員 0
專任助理 0
其他成果
（無法以量化表達之成果如辦理學術活動
、獲得獎項、重要國際合作、研究成果國
際影響力及其他協助產業技術發展之具體
效益事項等，請以文字敘述填列。）　　
科技部補助專題研究計畫成果自評表
請就研究內容與原計畫相符程度、達成預期目標情況、研究成果之學術或應用價
值（簡要敘述成果所代表之意義、價值、影響或進一步發展之可能性）、是否適
合在學術期刊發表或申請專利、主要發現（簡要敘述成果是否具有政策應用參考
價值及具影響公共利益之重大發現）或其他有關價值等，作一綜合評估。
1. 請就研究內容與原計畫相符程度、達成預期目標情況作一綜合評估
■達成目標
□未達成目標（請說明，以100字為限）
　　□實驗失敗
　　□因故實驗中斷
　　□其他原因
說明：
2. 研究成果在學術期刊發表或申請專利等情形（請於其他欄註明專利及技轉之證
號、合約、申請及洽談等詳細資訊）
論文：□已發表　□未發表之文稿　■撰寫中　□無
專利：□已獲得　□申請中　■無
技轉：□已技轉　□洽談中　■無
其他：（以200字為限）
3. 請依學術成就、技術創新、社會影響等方面，評估研究成果之學術或應用價值
（簡要敘述成果所代表之意義、價值、影響或進一步發展之可能性，以500字
為限）
本計畫延伸主持人前幾年之研究到移動性點負載的暫態問題，由於結構承受點
負載是屬於二維的問題，在理論解析上相當複雜且困難，本計畫成功解析了反
平面和平面的兩個問題，並精確的計算了長時間的相關暫態數值結果，除了學
術上有一定的貢獻外，對許多工程上的應用也有實際的參考價值。雖本計畫研
究的材料是屬於壓電材料，但是亦可退化成一般工程上常見的金屬材料，所以
也提高了相關的應用價值。後續主持人將針對平面負載的多層域結構問題繼續
進行研究與記算，若能順利精確計算
相關結果，對工程上的應用將有更大的助益。
4. 主要發現
本研究具有政策應用參考價值：■否　□是，建議提供機關
（勾選「是」者，請列舉建議可提供施政參考之業務主管機關）
本研究具影響公共利益之重大發現：■否　□是　
說明：（以150字為限）
